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 7فصل
  
  برآورد نسبتیبرآورد نسبتی

 
 

  
در این فصل مفهوم نسبت        

y
x    دو میانگین نمونه ای x و y    این نسبت به عنوان     .  را ارائه می کنیم

برآوردی از نسبت    
Y
X       میانگینهای دو متغیر x   و y    ولی مهمتر از آن، کاربرد     . ر می رود  در جامعه به کا

 ، مجموع کل جامعه است که می توان آن را          Xاین نسبت به عنوان ابزاری برای به دست  آوردن برآورد            
 در   x به وسیلۀ ضرب سادۀ مجموع نمونه ای          ′xدقیقتر از برآورد  

n
N      یعنی عکس کسر نمونه گیری 

 . می نامندبرآوردهای نسبتی و برآوردهای حاصل از آن را برآورد کردن نسبتیاین روش را .  کردتعیین

 .     برای شروع این مبحث به مثالی از برآورد نسبتی توجه می کنیم

فرض کنید می خواهیـم   . جامعه ای را در نظر می گیریم که دارای هشت محله است            : مثال تشریحی 
 در میان تمام اشخاص موجود در         Y را به کل هزینه های درمانی         Xرویی   کل هزینه های دا    Rنسبت  

برای انجام این کار قرار است نمونۀ تصادفی ساده ای متشکل از دو محله گرفته                 . جامعه برآورد کنیم  
 .شود و با یکایک خانوارها در هر محلۀ نمونه مصاحبه به عمل آید

ند و نسبت       عناصر این طرح نمونه گیری، محله ها هست     
Y
X       کل هزینه های دارویی به کل هزینه های ،

 برآورد کرد که     rدرمانی، را می توان برحسب     
y
xr فرض کنیم  .  نسبت به دست آمده از نمونه است        =

 . ارائه شده است1. 7داده های مربوط به محله ها به صورتی  باشند که در جدول 
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 پس داریم .  برای نمونه انتخاب شده اند5 و 2 فرض کنید مثلاً محله های      حالا
 

650000=450000+200000=
200000150000+50000= =

y
x

 

 و

0/308
650000
200000

===
y
xr 

 .308/0به این ترتیب، نسبت کل هزینه های دارویی به کل هزینه های درمانی برابر است با 
� 
 

 بین همۀ  ساکنان هشت محله   هزینه های دارویی و کل هزینه های درمانی 1. 7جدول 

 کل هزینه های درمانی

Y) دلار( 

 کل هزینه های دارویی

X) دلار( 

 

 محله

300000 100000 1 

200000 50000 2 

300000 75000 3 

600000 200000 4 

450000 150000 5 

520000 175000 6 

680000 170000 7 

450000 150000 8 

 مجموع 1070000 3500000
 

 رآورد کردن نسبتی تحت نمونه گیری تصادفی ساده   ب1. 7
 عنصری از   nفرض کنید یک نمونۀ تصادفی سادۀ        .      مثال فوق را می توان به شرح زیر تعمیم داد          

واضح .  جامعه را برآورد کنیم    Y و   X دو مجموع کل     R نسبت عنصری داریم و می خواهیم      Nجامعه ای  
  از فرمول Rاست که 

Y
XR= 

 یا از معادل آن 

Y
XR= 

 .به دست می آید
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  با استفاده از فرمول زیر           r می تواند به وسیلۀ Rنسبت 

y
xr
′
′

= 

 یا از دو فرمول زیر که از نظر جبری معادل اند به دست آید

y
xr    و                      =

y
xr =           

 در معرض   yو هم مخرج کسر     x، برآورد نسبتی نامیده می شود زیرا هم صورت کسر            rبرآورد  
 .تغییرات نمونه گیری قرار دارند

 برآورد شده، یک نسبت          حالا به مثال ارائه شده در مقدمۀ این فصل برگردیم و ببینیم که آیا نسبت               
 .نااریب است یا نه

28در مثال بالا    : مثال تشریحی 
2

8
=









              8 نمونۀ تصادفی سادۀ ممکن دو عنصری از جامعۀ متشکل از 

 به دست آمده از هر نمونه در          r، و   x ،  yاین نمونه های ممکن همراه با مقادیر        . عنصر وجود دارند  
 . فهرست شده اند2. 7جدول 

 به شرح زیر     SE(r) و خطای معیار      E(r)، برآورد نسبت، دارای میانگین        r     توزیــع نمونه گیری   
 ) را ببینید3. 2تابلوی (است 

0/3054=)0/283++0/292+0/300(*
28
1= L





)(rE 

][ 0/0268=)0/3054-0/283(++)0/3054-0/292(+)0/3054-0/300(*
28
1= 21222 L








)(rSE 

  عبارت است از1. 7 از جدول Rمقدار واقعی 

   0/3057=
3500000
1070000=R 

 جامعه ناشی از    Rبرآورد نسبت و نسبت واقعی        ، rنگین توزیع نمونه گیری     میا E(r)     تفاوت بین   
برآورد نسبت الزاماً یک برآورد نااریب از نسبت         ، rبه این ترتیب می بینیم که      . خطای گرد کردن نیست   

برآورد نسبت کم است و برآوردهایی از این دست           ، rولی در بیشتر موارد اریبی      .  نیست Rجامعه ای  
 .استفادۀ زیادی دارندموارد 
� 

 در مثال بالا، تولید همۀ نمونه های ممکن و محاسبۀ خطای              SE(r)     توجه کنید که برای محاسبۀ       
. البته، در کاربست واقعی، همۀ توزیع نمونه گیری را تولید نمی کنیم         . معیار توزیع نمونه گیری لازم است    

مانند میانگینها، مجموعها و     (ب بررسی کردیم     ولی برخلاف سایر برآوردهایی که تاکنون در این کتا          
 .برآورد نسبت، هم صورت و هم مخرج کسر در معرض تغییرات نمونه گیری قرار دارند ، r، در )نسبتها
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 )1. 7جدول (   نمونه های ممکن دوعنصری از جامعه ای متشکل از هشت عنصر 2. 7جدول 
 

 
r 

 
y 

 
x 

 شمارۀ محله ها

 در نمونه

300/0 500000 150000 2 , 1 

292/0 600000 175000 3 , 1 

333/0 900000 300000 4 , 1 

333/0 750000 250000 5 , 1 

335/0 820000 275000 6 , 1 

276/0 980000 270000 7 , 1 

333/0 750000 250000 8 , 1 

250/0 500000 125000 3 , 2 

313/0 800000 250000 4 , 2 

308/0 650000 200000 5 , 2 

313/0 720000 225000 6 , 2 

250/0 880000 220000 7 , 2 

308/0 650000 200000 8 , 2 

306/0 900000 275000 4 , 3 

300/0 750000 225000 5 , 3 

305/0 820000 250000 6 , 3 

250/0 980000 245000 7 , 3 

300/0 750000 225000 8 , 3 

333/0 1050000 350000 5 , 4 

335/0 1120000 375000 6 , 4 

289/0 1280000 370000 7 , 4 

333/0 1050000 350000 8 , 4 

335/0 970000 325000 6 , 5 

283/0 1130000 320000 7 , 5 

333/0 900000 300000 8 , 5 

288/0 1200000 345000 7 , 6 

335/0 970000 325000 8 , 6 

283/0 1130000 320000 8 , 7 
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] 1[ولی هنسن و همکاران       .  عبارت دقیقی برای خطای معیار آن به دست آورد            از این رو نمی توان    
با استفاده از حالت       (r یا   ،y مخرج کسر،  yV)(پیشنهاد کرده اند که اگر ضریب تغییرات         

y
xr = (

 را از عبارت زیر تقریب      SE(r) ، یعنی    r توان خطای معیار   باشد، آنگاه می    05/0کوچکتر از یا برابر با      
 .زد

)     7 .1                (( )
1-

-*2-* 2
122

N
nNVVVV

n
RrSE yxxyyx ρ+








≈)( 

   است و به صورت زیر تعریف می شودy و xضریب همبستگی بین ، xyρکه در آن 

   )  7 .2                            (
yx

N

i ii
xy

NYYXX
σσ

ρ ∑ =
−−

1=
))((

 

 .حال بعضی محاسبات را برای مثالی که با آن کار می کردیم انجام می دهیم

رجوع کنید به عبارتهای    [ پارامترهای جمعیتی زیر را داریم        1. 7برای داده های جدول    : مثال تشریحی 
 )]:2. 7(و ) 7. 2( و معادله های 1. 2تابلوی 

49418/5=xσ 133750=X 0/3057=R  
8152704/=yσ 037504=Y 0/3695=xV  

8=N 0/9272=xyρ 0940/3=yV  
 

  عبارت است از r ، برایy، ضریب تغییرات مخرج کسر، 2. 7     برای داده های جدول 
 

0/2285=
1-8

2-8
*

2

152704/8
*

437500

1
=

1-

-
**1

=






























 σ








N

nN
nY

yV y)( 

 مقدار ) 1. 7(محاسبه با معادلۀ 

[ ] 77200/=
1-8

2-8
*)0940/3()0/3695()0/9272(2-)0940/3(+)0/3695(*

2
0/3057 2

122








≈)(rSE 

 بزرگتر از   yچون ضریب تغییرات    .  است نتیجه می دهد   0268/0را در مقایسه با مقدار واقعی آن که          
.  مورد استفاده قرار بگیرد    SE(r) نرمال نباید برای     به طور ) 1. 7( است، تقریب ارائه شده در معادلۀ        05/0

 .ولی در این مورد به نظر می رسد که به صورتی معقول خوب عمل می کند

 برای  rتوزیع دقیق .  را از جامعۀ مورد بررسی در نظر بگیرید        n=7     حالا انتخاب نمونه هایی با اندازۀ      
 . نشان داده شده است3. 7 عنصر در جدول n=7نمونه هایی با 

 0063/0 که با شمارش کلیۀ نمونه های ممکن به دست آمده است            r برای   SE(r)     خطای معیار دقیق    
 محاسبات نشان می دهد که. است
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0/0499=
1-8

7-8
*

7

152704/8
*

437500

1
=
























)(yV 

=0/050/0499بنابراین، چون    ≤)(yV       انتظار داریم تقریب معادلۀ )تقریب خوبی از مقدار واقعی      ) 1. 7
SE(r)این محاسبه به شرح زیر است.  فراهم کند: 

 

[ ] 0/0061=
1-8

7-8
*)0940/3()0/3695()0/9272(2-)0940/3(+)0/3695(*

7
0/3057 2

122








≈)(rSE  

 . داردrدر این مثال تطابق بسیار نزدیکی با خطای معیار واقعی ) 1. 7(به این ترتیب می بینیم که تقریب 
 

 1. 7   نمونه های هفت تایی از جامعۀ جدول 3. 7جدول 

r y x ونهنم 

3016/0 3050000 920000 7, 6, 5, 4, 3, 2, 1 

3191/0 2820000 900000 8, 6, 5, 4, 3, 2, 1 

3003/0 2980000 895000 8, 7, 5, 4, 3, 2, 1 

3016/0 3050000 920000 8, 7, 6, 4, 3, 2, 1 

3000/0 2900000 870000 8, 7, 6, 5, 3, 2, 1 

3109/0 3200000 995000 8, 7, 6, 5, 4, 2, 1 

3091/0 3300000 1020000 8, 7, 6, 5, 4, 3, 1 

3031/0 3200000 970000 8, 7, 6, 5, 4, 3, 2 
� 

2     خــــطای معیار برآورد یک نسبت را می تـــوان از روی این داده ها و با جایگزین کردن                  
xσ̂  به 

2جای  
xσ  ،2

yσ̂    2 به جای
yσ  ،xyρ̂    به جای xyρ  ،x  به جای X، y    به جایY   و r    به جای R  در 

rSE)(،برآورد حاصل. برآورد کرد) 1. 7(رابطۀ 
 ، از فرمول زیر به دست می آید∧

 

)    7 .3            (
1-

-*2-*
2

1
22

N
nNVVVV

n
rrSE yxxyyx 








+








=

∧∧∧∧∧∧

ρ)( 

 

 که در آن، 















=

∧

2

22 1-
x
s

N
NV x

x 

















=

∧

2

22 1-
y
s

N
NV y

y 
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yx

n

i ii
xy ssn

yyxx
)1-

-()(
(

)-
1∑ =

∧

=ρ 

 :یر برقرار باشدبه طور کلی این تقریب تنها هنگامی مورد استفاده قرار می گیرد که نابرابری ز

0/05
*

≤
−

×
N

nN
yn

sy 

برای سهولت کار، فرمولهایی که می توانند برای برآورد کردن نسبتی مورد استفاده قرار گیرند در تابلوی                
 . خلاصه شده اند1. 7

    فرمولهای برآورد کردن نسبتی تحت نمونه گیری تصادفی ساده1. 7تابلوی 

 پارامترهای جامعه

Y
X

Y
XR == 

( )
1-

-*2-* 2
122

N
nNVVVV

n
RrSE yxxyyx ρ+








≈)( 

 برآوردهای نمونه ای

y
x

y
x

y
xr ==
′
′

= 

1-
-*2-*

2
1

22

N
nNVVVV

n
rrSE yxxyyx 








+








=

∧∧∧∧∧

ρ̂)( 

 

100)1-(بازۀ اطمینان  αدرصدی را می توان به صورت زیر ساخت  

)()( )/()/( rSEzrRrSEzr
∧∧

≤≤ 2-12-1 +- αα 
 

xV   و yV  تعریف شده اند ) 7. 2 (در معادلۀ .X ، X ، xσ  ،Y ، Y و  yσ       به همان صورت تعریف شده در 
x ، x ،x′  ،y ، y ،y′،2. است) 2. 7( به صورت تعریف شده در معادلۀ        xyρ.  هستند 1. 2تابلوی  

xS و  
2
yS پس.  هستند2. 2 به صورت تعریف شده در تابلوی 
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 انتخاب  1. 7 را از جدول     8 و   6،  5،  4،  3،  2،  1 فرض کنید نمونۀ متشکل از محله های         :مثال تشریحی 
 محاسبه می کنیم که . کرده ایم

141033/6=ys   ،   402857/1=y   46800    و/* =
−
N

nN
yn

sy )( 

برآورد خوبی از خطای معیار نسبت      ) 3. 7(به این ترتیب انتظار داریم که تقریب        .  است 05/0که کمتر از    
r برای این مثال داریم. ورد فراهم نماید، برآ 

   0/3191=r      0/9900=xyρ̂ 
   54826/6=xs  141033/6=ys 

128571/4=x 402851/1=y 

       0/1591
2

=
∧

xV     0720/1
2

=
∧

yV 
 پس

[ ] 00400/=
1-8

7-8
*0/1072*0/15910/9900)(2-0/1072+0/1591*

7
1910/3

2
1

2
1






















=

∧

)(rSE 

این تفاوت هیچ تعجبی ندارد      .  است 0063/0 برابر با    SE(r) در مقام مقایسه، مقدار واقعی جامعه ای        
 .زیرا معلوم شده است که برآورد واریانسها به شدت متغیرند

� 
     r              برآورد نسبت، به طور کلی یک برآورد اریب از ،R ه های نمونه به   ولی هنگامی که انداز   .  است

 Rصورتی معقول بزرگ باشند اریبی عموماً کوچک است و بازه های اطمینان تقریبی برای نسبت                     
SE)(، یعنی rمجهول جامعه را می توان با استفاده از برآورد خطای معیار  r

 . ساخت∧

نگامی که واحدهای شمارش         برآوردهای نسبتی در آمارگیریهای نمونه ای اهمیت دارند، بخصوص ه        
برای مثال، اگر یک نمونۀ تصادفی ساده به منظور برآورد میانگین تعداد              . همان واحدهای اولیه نیستند   

روزهای غیبت از کار به علت بیماری سخت به ازای هر نفر گرفته شده باشد، یک برآورد نسبتی را به                     
رت کسر آن تعداد روزهای غیبت از کار به          صورتی که در بالا توصیف شد می توان به کار برد که صو            

هم صورت و هم مخرج کسر      . ازای هر خانوار و مخرج کسر آن تعداد اشخاص در خانوار خواهد بود             
 .در معرض تغییرپذیری نمونه گیری خواهند بود

 در برآورد کردن میانگینهای جامعه ای برای زیرگروههای جامعۀ تحت نمونه گیری              5. 3     در بخش   
برآورد مناسب برای این وضعیت، حالتی خاص از نسبت برآورد شده است            . دفی ساده بحث کردیم   تصا

اگر برنامۀ نمونه گیری، انتخاب نمونۀ تصادفی      . که مخرج کسر آن تعداد اعضای زیرگروه در نمونه است         
 .اسب استساده ای از عناصر باشد، این صورت برآورد نسبتی، برآوردی نااریب از میانگین زیرگروه من
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 و با استـــفاده از      SUDAAN     برآورد کردن نسبتها و خطاهای معیار آنها را می توان با نرم افزار              
آنچه درپی می آید مجموعه فرمانهایی را نشان می دهد        . در این نرم افزار اجرا کرد     PROC RATIOمدول  

 .که برای مثال تشریحی قبل مورد استفاده قرار می گیرد
1 PROC RATIO DATA=TAB7PT1   FILETYPE=SAS    DESIGN=STRWOR; 
2 TOTCNT TOTCNT; 
3 WEIGHT WT1; 
4 NEST_ONE_; 
5 NUMBER PHARMEXP; 
6 DENOM TOTMEDEX; 
7 SETENV COLWIDTH = 1; 
8 SETENV DECWIDTH = 4; 

ای نمونه   قرار است مورد استفاده قرار گیرد و داده ه        PROC RATIOفرمان اول نشان می دهد که شیوۀ       
شکل ظاهری این پرونده به صورت زیر       .  قرار دارند  TAB7PT1.SSD به نام    SASدر پروندۀ داده های    

 :است
AREA PHARMEXP TOTMEDEX TOTCNT WT1 

1   100000 300000 8 1.1428571 
2 50000           200000 8 1.1428571 
3 75000 300000 8 1.1428571 
4   200000 600000 8 1.1428571 
5   150000 450000 8 1.1428571 
6   175000 520000 8 1.1428571 
8   150000 450000 8 1.1428571 

 
هر سابقه  . ، یعنی یک سابقه برای هر محلۀ نمونه است        )رکورد( سابقه   7     پروندۀ داده ها در بالا دارای      

 :دارای پنج متغیر به شرح زیر است
.شمارۀ شناسایی محله   area 

.کل هزینه های دارویی مربوط به هر محله   pharmexp 

 totmedex  .کل هزینه های درمانی مربوط به هر محله

 totcnt  . محله ها در جامعهNکل تعداد 

nNوزن نمونه گیری،  /.   wt1 

 
طرح  نشان می دهند که        _NEST=_ONEهمراه با فرمان چهارم         DESIGN=STRWORفرمان  

، اندازۀ   Nفرمان دوم نشان می دهد که       . نمونه گیری، نمونه گیری تصادفی ساده بدون جایگذاری است       
فرمان سوم  .  است 8 در هر سابقه قرار دارد و در این مثال برابر با              TOTCNTجامعه، به صورت متغیر     

=1/1429مشخص می سازد که وزن نمونه گیری       
7
 ظاهر  WT1 به صورت متغیر       در هر سابقۀ نمونه     8

بالاخره فرمانهای پنجم و ششم، متغیرهای صورت و مخرج کسر را برای محاسبۀ نسبت                    . می شود
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مشخص می کنند و فرمان هفتم پهنای ستون و تعداد رقمهای دهدهی را در خروجی حاصل تعیین                     
 .می کند

توجه کنید که برآورد خطای معیار،      .      خروجی حاصل از فرمانهای بالا در پایین نشان داده شده است          
جای تعجب نیست،   .  است 1. 7دقیقاً برابر با خطای معیار حاصل از فرمول نشان داده شده در تابلوی                

 . دقیقاً از همان فرمول استفاده می کندSUDAANزیرا 
 

 
Variable

One
1

PHARMEXP/TOTMEDEX Sample Size 7.0000 
Weighted Size 8.0000 
Weighted  X-Sum 3222978.0000 
Weighted  Y-Sum 1028610.0000 
Ratio Est. 0.3191 
SE Ratio 0.0040 

 
 با  tab7pt1.dta به نام    STATA می تواند روی پروندۀ اطلاعاتی      STATAبرآورد کردن با استفاده از           

 :فرمانهای زیر انجام شود
. use a:tab7pt1 
. svyset fpc totcnt 
. svyset pweight wt1 
. svyratio pharmexp/totmedex 

 SUDAAN در تحلیـــل     tab7pt1.ssd دارای همان ساختاری است که پروندۀ          tab7pt1.dtaپروندۀ  
 .مورد استفاده قرار داد

 .     این فرمانها خروجی زیر را تولید می کنند
 

 
Survey ratio estimation 
Pweight :    wt1                                         Number of obs =       7 
Strata :       <one>                                     Number of strata =     1 
PSU :         <observations>                       Number of PSUs =    7 
FPC :          totcnt                                      Population size =       8 
 
Ratio Estimate Std.Err. [ 95%  Conf. Interval] Deff 
pharmexp/totmedex .3191489 .0040067 .309345 .3289529    1 

 
، با این فرض است که نمونه گیری تصادفی سادۀ بدون جایگذاری از واحدهای                    )FPC(تصحیح جامعۀ متناهی     

 .در داخل هر طبقه بدون نمونه گیری فرعی در داخل واحدهای نمونه گیری اولیه انجام می گیرد) PSU(نمونه گیری اولیه 
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 ی تصادفی ساده   برآورد کردن نسبتها در زیرحوزه ها، تحت نمونه گیر2. 7
 به طور نسبتاً غیررسمی از برآورد کردن میانگینها برای زیرحوزه ها تحت نمونه گیری              3. 6     در بخش   

متوجه شدیم که میانگین یک زیرحوزه، در واقع یک برآورد نسبتی است              . تصادفی ساده بحث کردیم   
ر همۀ  عناصر نمونۀ متعلق به       که صورت کسر آن برابر است با مجموع نمونه ای متغیر مورد برآورد د              

در این بخش، برآورد    . زیرحوزه و مخرج کسر آن برابر است با تعداد عناصر نمونۀ متعلق به زیرحوزه              
نسبتها برای زیرحوزه ها را به وضعیتهایی تعمیم می دهیم که در آنها مخرج کسر نسبت الزاماً تعداد                     

 . عناصر زیرحوزه در نمونه نیست

 عنصری می گیریم و می خواهیم      N عنصری از جامعه ای      n نمونۀ تصادفی سادۀ           فرض کنید یک  
 : را برآورد کنیم که به صورت زیر تعریف می شودkR)(نسبت 

)(

)(
)(

k

k
k Y

X
R = 

ی همۀ عناصر موجود در یک زیرحوزۀ        رو Y و X به ترتیب مجموع متغیرهای      ،kY)( و   kX)(که در آن    
با استفاده از تبدیلی از متغیرهای صورت و مخرج کسر، می توانیم از شیوه های              .  هستند kتعریف شده   

این .  نشان دادیم استفاده کنیم    1. 7 شرح دادیم و از فرمولهایی که در تابلوی            1. 7برآورد که در بخش     
 .شیوه در زیر نشان داده می شود

 قرار دهید

  باشد،k در زیرحوزۀ i                                      اگر عنصر 

                                          در غیر صورت بالا،

 و

)(

)(
)(

k

k
k y

x
r = 

)(kr                   دادیم   نشان 1. 7، برآورد خطای معیار نسبت زیرحوزه را، می توان با فرمولی که در تابلوی 
 .این مطلب با مثال زیر نشان داده می شود. برآورد کرد

 56 بیمارستان است، نمونه ای متشکل از          101فرض کنید در ناحیه ای که دارای          : مثال تشریحی 
بیمارستان می گیریم و برای هر بیمارستان نمونه، پروندۀ همۀ نوزادانی را که در سال تقویمی گذشته در                  

ده اند مرور می کنیم تا تعیین کنیم که آیا وضعیت مادر از لحاظ پادگن سطحی                 آن بیمارستان متولد ش   
وجود این اطلاع در     .  در پروندۀ پزشکی بیماری نوزاد ثبت شده است یا نه              B (HBsAG)هپاتیت  

پروندۀ نوزاد از این نظر مهم است که اگر پادگن مادر مثبت باشد باید نوزاد گلوبولین مصون سازی                      
 . پیشگیری شودBا از بروز هپاتیت دریافت کند ت





=
0

1
ikδ
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، »اولیه«خدمات  = 1(     بیمارستانها براساس سطح خدمات بیماریهای زنان و زایمان طبقه بندی شده اند           
و هدف، برآورد کردن نسبت نوزادانی است که وضعیت پادگــن سطحی            ) »3درجۀ  «= 3،  »میانی«= 2

داده های مربوط به این مثال تشریحی      . ثبت شده است    مادران آنها در پروندۀ پزشکی نوزاد          Bهپاتیت  
 سابقۀ اول آن پرونده     10برای اهداف مثال، متغیرهای مربوط به        .  هستند BHRATIO.DATدر پروندۀ   

 .در جدول زیر نشان داده شده اند
 

 متغیر 

مخرج کسر 
 تبدیل یافته

)( iy 

 متغیر 

صورت کسر 
 تبدیل یافته

)( ix 

 
نشانگرمتغیر 
 برای زیرحوزه

iδ 

سطح زنان و 
زایمان 
 بیمارستان

تعداد 
متولد 
 شده ها

)( iy 

تعداد پرونده هایی 
که پادگن مادر در 
آنها  گزارش شده 

 است

)( ix 

 
بیمارستان 

 نمونه

2898 2898 1 2 2898 2898 1 

1304 1095 1 2 1304 1095 2 

2022 1860 1 2 2022 1860 3 

1395 1227 1 2 1395 1227 4 

773 618 1 2 773 618 5 

1630 1499 1 2 1630 1499 6 

1436 1321 1 2 1436 1321 7 

2525 0 1 2 2525 0 8 

0 0 0 3 4674 3593 9 

2279 1732 1 2 2279 1732 10 

 
مربوط به بیمارستان   (ل نمونه که در جدول نشان داده شده اند فقط یک سابقه              سابقۀ او  10     در بین   

 بیمارستان اول از تنها       10تحت تأثیر تبدیل قرار گرفته است، زیرا این سابقه در بین                  ) 9نمونۀ  
 بیمارستان،  56در کل نمونۀ متشکل از       . بیمارستانی گرفته شده است که در زیرحوزه موردنظر نیست         

قرار ندارند و تحت تأثیر تبدیل قرار          » 2«ان از نظر خدمات زنان و زایمان در سطح               بیمارست 13
 56آماره های خلاصه برای نمونۀ متشکل از        . قرار دارند » 2« بیمارستان دیگر در سطح       43می گیرند،  

 :بیمارستان به شرح زیرند

0/7560
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  خواهیم داشت1. 7در این صورت، از فرمول تابلوی 

0/0360=)( )(krSE
∧

 
از نظر خدمات زنان و     » 2«همۀ  نوزادان در بیمارستانهای سطح      % 6/75به این ترتیب برآورد می شود که       

 مادرشان در پروندۀ پزشکی آنها ثبت شده و خطای معیار             Bزایمان، وضعیت پادگن سطحی هپاتیت       
 . است0360/0برآورد این 
� 
 
    برآوردهای نسبتی پس طبقه بندی شده تحت نمونه گیری تصادفی ساده3. 7

که عموماً در روش شناسی نمونه گیری به کار می رود یکی از فنون برآورد کردن                 طبقه بندی  فن پس   
 برآوردهایی  است که از اطلاعات معلوم جامعه در مورد زیرگروهها یا زیرحوزه ها استفاده می کند تا                 

، برآوردهای پس طبقه بندی شدۀ     6. 6، بخش   6در فصل   . تولید کند که از بهبود دقت برخوردار باشند        
مطالب مورد بحث در آن قسمت       . میانگینهای جامعه را تحت نمونه گیری تصادفی ساده شرح دادیم          

در این بخش،   . ل اجراست برای سایر برآوردهای خطی از قبیل مجموعها و نسبتها نیز به همان اندازه قاب             
استفاده از پس طبقه بندی را در برآورد کردن نسبتی تحت نمونه گیری تصادفی ساده مورد بحث قرار                   

 .خواهیم داد

 عنصر داریم و می خواهیم     N تایی از جامعه ای متشکل از        n     فرض کنیم یک نمونۀ تصادفی سادۀ        
نسبت 

Y
XR=را برآورد کنیم . 

 . تصریح شد می توان به صورت زیر نوشت1. 7 را که در قسمت r     برآورد نسبتی، 

∑

∑

=

==
′
′

= n

i
ii
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ii
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xw
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1
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 که درآن

n
Nwi = 
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 زیرگروه یا زیرحوزۀ دو به دو ناسازگار و فراگیر وجود داشته باشند آنگاه فرمول زیر برای                   k     اگر  
x′ست درست ا: 

∑∑∑
== =

==′
K

k
k

K

k

n

i
iiki x

n
Nxwx

11 1
)(δ 

 که در آن

∑
=

=
n

i
iikk xx

1
δ)( 

 و

  باشدk در زیرحوزۀ i                                      اگر عنصر 

                                          در غیر صورت بالا

 قرار  kای همۀ عناصر نمونه است که در زیرحوزۀ          بر X به سادگی مجموع نمونه ای متغیر       kx)(     نهاد
 به هیمن ترتیب، نهاد. دارند

∑ =
=

n

i ikkn
1
δ)( 

 

نسبت  .  قرار دارند  kتعداد عناصر نمونه است که در زیرحوزۀ         
)(

)(

k

k

n
x   سطح X       را به ازای هر عنصر در 

 ی جامعه معلوم باشد،     k در حوزۀ    ،kN)(ر، از روی نمونه برآورد می کند و اگر کل تعداد عناص          kحوزۀ  
)()()(در آن صورت نسبت        )( kkk xnN    تری از کل     »مشخص« برآوردX     در حوزۀ k   خواهد بود  .

، برآورد نسبتی پس طبقه بندی     Yبرای هر حوزه و نیز برای متغیر         » تصحیح«بالاخره، با استفاده از این       
 : را به دست می آوریم که در زیر نشان داده شده استpstrrشدۀ
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ر معرض تغییرپذیری نمونه گیری قرار دارند نتیجه می گیریم           همه د  kn)( و   ky)(،  kx)(چون نهادهای   
 و  kx)( شامل   K در واقع نسبت مجموع برآوردهای نسبتی        pstrrکه برآورد نسبتی پس طبقه بندی شدۀ       

)(kn         تقسیم بر مجموع برآوردهای نسبتی  K   شامل)(ky   و )(kn خطای معیار   .  استpstrr  صورت 
ساده ای ندارد و در اینحا ارائه نخواهد شد ولی می توان آن را با استفاده از خطی سازی ســری تیـــلور                  

 . موجود استSUDAANبرآورد کرد که در نرم افزار )  را ببینید12فصل (

 مورد بحث قرار    2. 7 بیمارستان را در نظر می گیریم که در بخش           56نمونۀ متشکل از     :مثال تشریحی 
استفادۀ ).  قرار دارند   ASCII  ،BHRATIO.DATداده های حاصل از این نمونه در پروندۀ           (گرفت  

 با برآورد انحراف معیار     756/0، برآوردی معادل    1. 7سرراست از فرمولهای برآورد کردن نسبتی تابلوی        
 مادرانشان در پروندۀ پزشکی آنها      B را برای نسبت نوزادانی که وضعیت پادگن سطحی هپاتیت           036/0

 .ثبت شده است نتیجه می دهد

 بیمارستان نمونه دارای سیاستهای مکتوبی        56بیمارستان از   %) 8/51 (29     به علاوه، می دانیم که      
 در پروندۀ نوزاد درج     Bدگن سطحی هپاتیت    هستند مبنی بر اینکه تا زمانی که وضعیت مادر از لحاظ پا           

 101از  %) 4/65( بیمارستان   66همچنین می دانیم که     . نشود نوزاد نباید از بیمارستان مرخص شود        
. بیمارستان موجود در جامعۀ متناظر که این نمونه از آن گرفته شده  است این سیاست مدون را دارند                    

یاست دارای نسبت بالاتری از نوزادانی باشند که           چون منطقی است که بیمارستانهای پیرو این س           
 مادرانشان در پرونده های آنان درج می شود، و چون توزیع جامعۀ             Bوضعیت پادگن سطحی هپاتیت      

بیمارستانهایی که این سیاست را دارند و ندارند معلوم است، شرایطی فراهم شده است که می توان به                   
 را زیرحوزۀ دارای     1زیرحوزۀ  .  بندی شده استفاده کرد    صورتی معقول از برآورد نسبتی پس طبقه         

 Bسیاست مدون در نظر می گیریم که مستلزم داشتن اطلاعاتی دربارۀ وضعیت پادگن سطحی هپاتیت                 
 را زیرحوزۀ    2مادر در پروندۀ پزشکی نوزاد قبل از ترخیص از بیمارستان است و زیرحوزۀ                        

به این ترتیب آماره های خلاصۀ زیر را به         . دنبال نمی کنند بیمارستانهایی می گیریم که چنین سیاستی را        
 . دست می آوریم

 
(1)29  1تعداد بیمارستانهای نمونه متعلق به زیرحوزۀ  =n  

)2(72  2تعداد بیمارستانهای نمونه متعلق به زیرحوزۀ  =n  

ونه که وضعیت پادگن سطحی هپاتیت       بیمارستانهای نم  1کل تعداد نوزادان در زیرحوزۀ      
Bمادرانشان در پروندۀ پزشکی ثبت شده است  

 42749(1) =x  

 بیمارستانهای نمونه که وضعیت پادگن سطحی هپاتیت        2کل تعداد نوزادان در زیرحوزۀ      
Bمادرانشان در پروندۀ پزشکی ثبت نشده است  

 22560)2( =x    
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)1(47850   بیمارستانها1ان در نمونۀ زیرحوزۀ کل تعداد نوزاد =y

)2(92389   بیمارستانها2کل تعداد نوزادان در نمونۀ زیرحوزۀ  =y  

661  1تعداد جامعۀ  معلوم بیمارستانهای زیرحوزۀ  =N  

352  2تعداد جامعۀ  معلوم بیمارستانهای زیرحوزۀ  =N  

 
 :     از روی این آماره های خلاصه، برآورد نسبتی پس طبقه بندی شده را به شرح زیر می سازیم

 

0/794
3892947850+
22560+42749

27
35

29
66

27
35

29
66

==pstrr 

 

     در زیر برآورد نسبتی پس طبقه بندی شده با برآورد نسبتی معمولی در مورد این مثال مقایسه شده                   
 :است

 

 برآورد نسبتیبرآورد  خطای معیار برآورد شده
0/036=)(rSE 0/756=r معمولی 

220/0=)( pstrrSE 940/7=pstrr  پس طبقه بندی شده 

 
     در این مثال، برآورد نسبتی پس طبقه بندی شده آشکارا با برآورد نسبتی معمولی تفاوت دارد و                     

دلیل این امر آن است که نسبتهای زیرحوزه ها تفاوت قابل              .  معیار آن به مراتب کمتر است        خطای
 در نمونه بیشتر از آن است که در جامعه وجود              2ملاحظه ای دارند و نسبت بیمارستانهای زیرحوزۀ        

 .دارد
� 
    برآورد نسبتی مجموعها تحت نمونه گیری تصادفی ساده4. 7

 یا انبوهه ها که تا اینجا مورد بحث قرار گرفتند از ضرب سادۀ مجموع نمونه                      برآوردهای مجموعها 
در نسبت    

n
N    دربارۀ این واقعیت بحث کردیم که برآوردهای           .  به دست می   آمدx′     ،از این نوع 

وردها و روشی برای ساختن بازه های      برآوردهایی نااریب اند و فرمولی برای خطای معیار این قبیل برآ          
ولی گاهی اوقات در    .  تحت نمونه گیری تصادفی ساده شرح دادیم       Xاطمینان تقریبی مجموع نامعلوم      

موقعیتی قرار می گیریم که می توانیم از اطلاعات اضافی موجود برای مقاصد ساختن برآوردگر دیگری                
رد نسبتی متکی است، به نحوی که میانگین توان دوم          از مجموع کل جامعه استفاده کنیم که بر پایۀ برآو         

 . کمتر است′xخطای برآوردگر به دست آمده از برآوردگر تورمی ساده 

   .     این ایده را با نگاهی به یک مثال بررسی می کنیم
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 آن در   1990فرض کنیم روستایی دارای شش ناحیۀ سرشماری است که جمعیت سال             : مثال تشریحی 
که پیش از اجرای آمارگیری نامعلوم تلقی      (میزان ثبت نام مدارس این روستا      .  ارائه شده است   4. 7جدول  
 . ارائه شده است4. 7نیز در جدول ) می شود

     فرض کنیم که می خواهیم کل ثبت نام شدگان فعلی مدارس را با انتخاب یک نمونۀ تصادفی ساده                  
لوم کردن ثبت نام شدگان در هر ناحیۀ نمونه با آمارگیری از هر یک از                  از دو ناحیۀ سرشماری و مع      

مدارس موجود در ناحیه، شمارش افراد،  و ضرب مجموعهای نمونه ای در                  
n
N      به طوری که در 

=15.  شرح داده شده است برآورد کنیم       3فصــل  
2

6









     نمونۀ  ممکن همراه با مقادیر x′   ،برآورد مجموع ،

 . فهرست شده اند5. 7در جدول 
 و ثبت نام شدگان فعلی مدارس برحسب ناحیۀ سرشماری) 1990سرشماری (   جمعیت 4. 7جدول 

 ناحیه سرشماری 1990جمعیت سال  *ثبت نام شدگان فعلی

2269 6657 1 

1324 4057 2 

952 3642 3 

1558 5320 4 

1352 4480 5 

1796 5880 6 

 مجموع 30036 9251
 .تا زمان آمارگیری از مدارس نامعلوم است *           

 4. 7نمونه های ممکن متشکل از دو مدرسه از روی داده های جدول    5. 7جدول 

 برآورد ثبت نام شدگان 

 در مدارس

 شمارۀ مدرسه ها

 در نمونه

 برآورد ثبت نام شدگان 

 در مدارس

 هاشمارۀ مدرسه 

 در نمونه

9360 6 , 2 10779 2 , 1 

7530 4 , 3 9663 3 , 1 

6912 5 , 3 11481 4 , 1 

8244 6 , 3 10863 5 , 1 

8730 5 , 4 12195 6 , 1 

10062 6 , 4 6828 3 , 2 

9444 6 , 5 8646 4 , 2 
  8028 5 , 2 
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 یک  ′xی دانیم که برآورد مجموع        از نتایجی که دربارۀ نمونه گیری تصادفی ساده به دست آوردیم م           
که با شمارش همۀ نمونه های فهرست شدۀ زیر          (′xخطای معیار . برآورد نااریب از کل جمعیت است     

  عبارت است از 3. 2بنابر تابلوی ) محاسبه می شود
 

1568/4577=′)x(SE 
 

 را با   X که در مثال بالا انجام دادیم می توانیم کل ثبت نام شدگان               ′xرد       به جای استفاده از برآو     
 که برای هر ناحیۀ سرشماری موجود است برآورد           1990استفاده از داده های مربوط به جمعیت سال         

ا از روی نمونه    هر نمونه ای از نواحی سرشماری به ما امکان می دهد که نه تنها ثبت نام مدارس ر               . کنیم
 :فرض کنید از نمادهای زیر استفاده شود. برآورد کنیم بلکه کل جمعیت را نیز از نمونه برآورد کنیم

 

Y تعداد کل افراد در جامعه

i iYتعداد افراد در ناحیۀ سرشماری 

i iyتعداد افراد در ناحیۀ نمونۀ 

∑  افراد در نواحی سرشماری نمونه کل تعداد =
=

n

i iyy
1

 

 ، از فرمول زیر به دست می آید′yپس برآورد کل جمعیت،
 

y
n
Ny *





=′ 

 که در آن،      
 

       N   =   کل تعداد نواحی در جامعه 

          n  =  کل تعداد نواحی در نمونه 
 

 از روی   Yولی چون مقدار واقعی     .  به دست می دهد   Y را از    ′y و   X را از    ′xهر نمونه، برآورد         
داده های سرشماری برای ما معلوم است، پس معقول خواهد بود که در صورت وجود همبستگی شدید                

 به  X با خود    X از   ′xا بر این بگیریم که برآوردگر     بین میزان ثبت نام مدارس و اندازۀ جمعیت، فرض ر        
یعنی  .  تفاوت دارد   Y با    ′yهمان نسبتی تفاوت خواهد داشت که برآوردگر         

y
Y

x
X

′
=
′

این، انگیزۀ  . 
xاستفاده از برآوردگر   رمول   می شود که از فX برای ′′

 

)     7 .4                                             (Y
y
xx *







′
′

=′′ 
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 یا از معادل جبری آن
 

)     7 .5                                                (Yrx *=′′ 
 

 .، یک برآورد نسبتی است rبه دست می آید، که در آن 

 :برآوردگر به صورت زیر نوشته شود شناخت بیشتری از آن آشکار خواهد شد     اگر این 
 

x
y
Yx ′







′

=′′ * 
 

 را کم برآورد    Y مقدار   ′y باشد، آنگاه  Y کمتر از مجموع واقعی معلوم        ،′yاگر برآورد اندازۀ جمعیت،   
 که از همین نمونه به دست آمده است نیز           ′xیم داشت که برآورد   در این صورت انتظار خواه    . می کند

ولی توجه  .  همبستگی دارند  y و   x را کم برآورد کند، زیرا          Xتا حد مشابهی مجموع واقعی نامعلوم        
کنید که نسبت    

y
Y
′

x در این مورد بیشتر از یک است و           .  بزرگتر خواهد بود   ′x از برآورد تورمی سادۀ    ′′
به این ترتیب، می بینیم که حتی در مورد          .  باشد جریان معکوس خواهد شد       Y بزرگتر از     ′yهرگاه

 نتیجه می دهند که از لحاظ        را ′xیعنی نمونه هایی که مقادیری از     (نمونه هایی که به طور خاص بدند        
نسبت  )  دارند Xقدر مطلق تفاوت فاحشی با      

y
Y
′

x آن را اصلاح می کند و برآوردگر          با  ′x به اندازۀ    ′′
Xتفاوت نخواهد داشت . 

 .     اینک همۀ این ایده ها را با چند مثال بررسی می کنیم
 � 

 

 نشان داده   4. 7 ناحیۀ سرشماری که از جامعه ای که در جدول            n=2برای نمونه های   : مثال تشریحی 
x و ′xشده گرفته شده است مقادیر نمونه ای        فهرست  6. 7این مقادیر در جدول     .  را بررسی می کنیم   ′′

 .شده اند

xE)( نشان داده ایم می بینیم که میانگین       6. 7ز توزیع نمونه گیریی که در جدول              ا ، خطای معیار   ′′
)(xSE xMSE)( و میانگین توان دوم خطا ′′  )3. 2رجوع کنید به تابلوی ( عبارت اند از ′′

 

                                               9211/07
15

9127++9394+10073
 ==′′

L)(xE 
 

466/38
15

)709211/-(9127++)709211/-(9394+)9211/07-(10073
21

222

 =











=′′

L)(xSE 

 

                  219106/739251)-( 9211/07+217512/33+ 22 ==′′′′=′′ )()()( xBxVarxMSE 
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x و ′x   مقادیر 6. 7جدول   5. 7 برای نمونه های جدول ′′

x ′′ x′ نمونه 
10073 10779 2 , 1 

9394 9663 3 , 1 

9597 11481 4 , 1 

9766 10863 5 , 1 

9739 12195 6 , 1 

8879 6828 3 , 2 

9231 8646 4 , 2 

9415 8028 5 , 2 

9431 9360 6 , 2 

8412 7530 4 , 3 

8520 6912 5 , 3 

8668 8244 6 , 3 

8919 8730 5 , 4 

8995 10062 6 , 4 

9127 9444 6 , 5 

 
ی آن برابر با    MSE است میانگین توان دوم خطای       X برآوردی نااریب از      ′xچون برآورد تورمی سادۀ   

 :واریانس آن است
2460059/567)( 1568/457 2 ==′=′ )()( xVarxMSE 

 

xبه این ترتیب، با این که        است میانگین توان دوم خطای آن در این مثال            Xب برای    برآوردی اری  ′′
 . است′xخیلی کمتر از

� 
 نیز می توان برای تشریح برآورد کردن یک مجموع به وسیلۀ یک            1. 5از داده های جدول    : مثال تشریحی 

ک نمونۀ تصادفی ساده     کامیون ـ مایلهای طی شده را از ی        Xاگر بخواهیم کل تعداد     . نسبت استفاده کرد  
 کامیون ـ مایلها را به تصادفاتی که در آنها کامیون              r قسمت برآورد کنیم، می توانیم نسبت         n=3از  

 تصادفی که کامیون در آن مداخله         Yاگر کل تعداد     . مداخله داشته است از روی نمونه برآورد کنیم         
xمی تـوان برآورد داشته است برای کل جاده معلـــوم باشد             برای مثال اگر    .  را به دست آورد      ′′

رجوع کنید به   ( به عنوان نمونه انتخاب شوند محاسبــات زیر را خواهیم داشت              4 و   3،  1قسمتهای  
 ):1. 7 و تابلوی 1. 3تابلوی 
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*)6327+8691+(7834==60938/67برآورد تورمی سادۀ کامیون ـ مایل طی شده
3
8 




=′x 

*)8+9+9(=/3369=می سادۀ تعداد تصادفات با مداخلۀ کامیونبرآورد تور
3
8 




=′y 

==878/9230برآورد نسبت کامیون ـ مایل طی شده به تصادفات با مداخلۀ کامیون
′
′

=
y
xr 

 

 Y = 50                   ، معلوم است، دقیقاٌ Yکل تعداد تصادفات با مداخلۀ کامیون، 

 پس

*=50878/9230 *=15/43946کامیون ـ مایل                                    Y
y
xx 







′
′

=′′ 

)(این رقم به مجموع واقعی  34054=Xنزدیکتر است تا برآورد تورمی سادۀ x′. 
� 

 

xبرآورد از این  . معه است ، مجموع معلوم جا   Y، نسبت برآورد شده و       r است که در آن      rY به صورت    ′′
xSE)(خطای معیار رو نتیجه می گیریم که      rSEY)( برابر است با   ′′  که می توان آن را از فرمول زیر         ×

 : باشد05/0 کمتر از y ضریب تغییراتyV)(تقریب کرد، به شرطی که
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 :به شرح زیر به دست آورد) 6. 7( در فرمول rSE)(به جای )] 3. 7(رابطۀ [
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  Xمی توان در به دست آوردن بازه های اطمینان تقریبی برای یک مجموع نامعلوم                  ) 7. 7(از فرمول   
)(استفاده کرد، به شرطی که  yV

 . باشد05/0ر از  کمتy ضریب برآورد شدۀ تغییرات ∧

 .به مثالی دیگر نگاه کنیم

 نمونه گیری شده باشند داده های نمونۀ      1. 5 از داده های جدول     4 و   3،  1 اگر قسمتهای    :مثال تشریحی 
 :پس آماره های خلاصۀ زیر را خواهیم داشت.  را در اختیار داریم7. 7جدول 
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yV)(غییرات، برآورد ضریب ت
 1، عبارت است از∧
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)(yV می توان از عبارت )برای برآورد خطای معیار) 7. 7x  : به صورت زیر استفاده کرد′′
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 1. 5ول    داده های نمونه از جد7. 7جدول 

)(تعداد تصادفات با مداخلۀ کامیون  iy تعداد کامیون ـ مایل )( ix قسمتهای نمونه 

8 6327 1 

9 8691 3 

9 7834 4 
 

 

را به شرح زیر برای کل تعداد برآورد شدۀ کامیون ـ مایل طی شده                % 95در این صورت بازۀ اطمینان      
 :خواهیم داشت
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 .، مجموع واقعی جامعه را نمی پوشاند%95توجه کنید که در مورد این نمونۀ بخصوص، بازۀ اطمینان 
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)(فرمول مربوط به   1 yV    212با جایگزین کردن  . ارائه شده است  ) 7. 3( در معادلۀ
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 229    مقایسۀ برآورد نسبتی با برآورد تورمی ساده5. 7

     

    مقایسۀ برآورد نسبتی با برآورد تورمی ساده5. 7
     فــرض کنیـم تقریب خطای معیـار برآورد نسبتی مجموع، تحت نمونه گیری تصادفی ساده، که از               

در این صورت   . به دست می آید معتبر است و اریبی برآورد نسبتی را می توان نادیده گرفت            ) 6. 7(بطۀ  را
xمی توانیم ارزیابی کنیم که آیا برآورد نسبتی        احتمال دارد به برآوردی از مجموع منجر شود که نسبت           ′′

xاین ارزیابی با بررسی نسبت واریانس     . نهبه برآورد تورمی ساده بهبودی بیشتری داشته باشد یا             به  ′′
 : به شرح زیر میسر است′xواریانس
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xنتیجه می گیریم که واریانس   خواهد بود که′xواریانس وقتی کمتر از ′′
 

222 -2+ xyxxyyx VVVVV <ρ 
 یا به طور هم ارز هرگاه

)     7 .8                                            (xy
x

y

V
V

ρ2< 

یشتر  ب y و   x در جامعه، هر چه همبستگی بین        y و   xبه این ترتیب برای مقادیر ثابت ضرایب تغییرات          
xباشد احتمال این که برآورد مجموع،       ، یعنی برآورد   ′x، واریانسی کمتر نسبت به برآورد مجموع،        ′′
 .تورمی ساده، داشته باشد بیشتر است

 
    تقریب خطای معیار برآورد نسبتی مجموع6. 7

بتاً دقیق با یک خط راست که از مبدأ عبور کند نشان داد              را بتوان به صورتی نس     y و   xهرگاه رابطۀ بین      
 را  y و   xبه عبارت دیگر، فرض کنید رابطۀ بین         . وضعیت خاصی پیش می آید که جالب توجه است        

  زیر بیان کردمدل رگرسیونیبتوان با 
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)     7 .9                                   (iii YX εβ += 

0 است و y و x خط رگرسیونی شیب، βکه در آن
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xتقریب خطای معیار) 6. 7(این نتیجه، از رابطۀ   :، برآورد مجموع حاصل از نسبت را به ما می دهد′′
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 ود شبرآوردکه می تواند از روی داده ها با فرمول زیر 
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عبارتهای بالا بخصوص از این جهت سودمندند که شامل ضریب همبستگی به صورت صریح آن                     
 .نیستند

     در مثال قبلی که در آن سه قسمت به عنوان نمونه انتخاب شدند، با فرض این که رگرسیون، خطی                    
xSE)(رآورد خطای معیار یعنی،    است و از مبدأ می گذرد، ب       ′′

به دست می آید   ) 12. 7( که از تقریب      ∧
 عبارت است از 



 231    تعیین اندازۀ نمونه 7. 7
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    تعیین اندازۀ نمونه 7. 7

100%*1)-(برای این که   α     مطمئـــن باشیم که r  ورد نسبت یا برآورد نسبتی مجموع،     ، برآx ، در داخل   ′′
 مورد نیاز از فرمول زیر به        اندازۀ نمونۀ قرار دارد، تقریب    ) Xیا   (R از مقدار واقعی      ε*%100محدودۀ
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را از روی داده های اولیه بتوان حدس زد یا برآورد کرد، می توان برآورد              ) 13. 7 (اگر پارامترهای عبارت  
 .اندازۀ نمونه را به دست آورد

 
    برآورد رگرسیونی مجموعها8.  7

xبرآورد .  مجموع است  برآورد رگرسیونی موردی خاص از      ، r بر مبنای یک نسبت       X از مجموع     ′′
xیبرآورد رگرسیون  دارای صورتی است که از فرمول زیر به دست می آید ′′′
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  رت زیر استبرآورد شیب به صو. ، برآوردهای تورمی ساده اند′y و′x، برآورد شیب وbکه در آن 
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این فرمول برای    . ، برآورد مجموعهاست   ′y و ′x، برآورد ضریب همبستگی بین       ˆ′xyρکه در آن   
 .تبدیل می شودنمونه گیری تصادفی ساده به صورت زیر 
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xبرآوردی از واریانس برآورد رگرسیونی      که برای نمونه های با اندازه های بزرگ، تحت نمونه گیری          ′′′
 تصادفی ساده، معتبر است از فرمول زیر به دست می آید
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∧∧

 



 برآورد نسبتی 232

  

مثال زیر، کاربرد این    . این برآورد تحت شرایطی خاص واریانسی کمتر از برآورد نسبتی خواهد داشت            
 .برآورد را نشان خواهد داد

 یک آمارگیری از    1985در سال   .  شهری دارای چهار محلۀ تعریف شدۀ جغرافیایی است        :مثال تشریحی 
دگان مراقبتهای بهداشتی، از جمله بیمارستانها و تسهیلات مراقبت دراز مدت اجرا شد تا                    تأمین کنن

برآوردی از تعداد افرادی به دست آید که در طی سال مذکور به هپاتیت وابسته به استفاده از مواد                         
ت  در سراسر شهر به دس     1990مایل بودند برآورد مشابهی برای سال       . مخدر تزریقی دچار شده بودند    

آورند، ولی بودجه ای فقط برای اجرای بررسی مزبور در نمونه ای متشکل از دو محله از چهار محلۀ                     
 :جامعه به شرح زیر است) نامعلوم(فرض کنیم داده های واقعی . شهر موجود بود

 

 تعداد افراد دچار هپاتیت وابسته به تزریق مواد مخدر

)( iY 1985 )( iX 1990 محله 

30 40 1 

60 103 2 

70 115 3 

21 23 4 

 مجموع 281 181

 
x انتخاب شده باشند، برآورد رگرسیونی3 و 2اگر محله های   : به شرح زیر به دست خواهد آمد′′′
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 233    برآورد رگرسیونی مجموعها  8.  7

     

xتوزیعهای برآورد رگرسیونی   x، برآورد نسبتی  ′′′  برای شش نمونۀ ممکن     ′x، و برآورد تورمی ساده    ′′
 :در پایین نشان داده شده است

 

 برآورد رگرسیونی
x ′′′ 

 برآورد نسبتی
x ′′ 

 برآورد تورمی ساده
x′ 

 نمونه

10/288 59/287 286 2 , 1 

38/274 55/280 310 3 , 1 

22/275 59/223 126 4 , 1 

20/341 52/303 436 3 , 2 

97/290 56/281 252 4 , 2 

12/274 48/274 276 4 , 3 

 
 برای برآوردهای سه گانه     (MSEs)از توزیعهای بالا، واریانسها، اریبیها، و میانگین توان دوم خطاها               

 :عبارت اند از 
 برآورد واریانس )اریبی(2 میانگین توان دوم خطا

97/82 0 8297 x′ 

30/648 47/33 83/619 x ′′ 

76/649 43/93 33/556 x ′′′ 

 
xمی توان دید که در این مثال هم برآورد رگرسیونی         x و هم برآورد نسبتی    ′′′  دارای میانگین توان دوم     ′′

دراین . کمتر است  ′xخطایی هستند که به مراتب از میانگین توان دوم خطای برآورد تورمی ساده                
xمورد، برآورد مجموع رگرسیونی      علی رغم دارا بودن بیشترین اریبی، دارای میانگین توان دوم               ′′′

 . خطایی است که با میانگین توان دوم خطای مجموع حاصل از برآورد نسبتی تقریباٌ یکسان است
� 

x     برآورد مجموع نسبتی   x و برآورد مجموع رگرسیونی    ′′ و  x  هر دو از رابطۀ بین متغیر موردنظر        ′′′
برآورد .  استفاده می کنند  X در به دست آوردن برآوردی دقیقتر برای مجموع واقعی            y یک متغیر کمکی  

نی مجموع رگرسیونی در واقع صورت تعمیم یافتۀ برآورد مجموع نسبتی است و وقتی ضریب رگرسیو              
b برابر با 

y
x
′
 . باشد به همان صورت برآورد مجموع نسبتی تبدیل می شود′
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    برآورد نسبتی در نمونه گیری تصادفی طبقه بندی شده9. 7
وقتی طرح نمونه گیری، نمونه گیری تصادفی طبقه بندی شده است، برای برآورد نسبتها معمولاً از دو                  

این دو  . strsr و برآورد نسبتی تفکیکی       strcrود، یعنی از برآورد نسبتی ترکیبی      روش زیر استفاده می ش   
 .روش را در زیر شرح می دهیم

 

 strcrبرآورد نسبتی ترکیبی، 

)     7 .18                                          (
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str
strc y

x
r =                      

 میانگینهای برآورد شده ای هستند که برای نمونه گیری تصادفی طبقه بندی شده             ،stry و   strxکه درآن   
 .واریانس این برآورد از رابطۀ زیر تقریب زده می شود.  شرح داده شد مناسب اند6که در فصل 

 

)     7 .19  (                       2

1

2

22 1
1

hz

L

h hh

hhh
strc Nn

nNN
yN

rVar σ
−
−









≈ ∑

= )(
)(

)( 

 که در آن،

hyhxhxyhyhxhz RR σσρ−σ+σ=σ 22222 
 

2و  
hxσ   2 و

hyσ       در داخل محدودۀ واریانسهای طبقه ای x و    y     قرار دارند و hxyρ    ضریب همبستگی بین ،
x و yاست . 
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)(که در آن،   hxVar Lh برای ′′ ,,K1= اریانس برآورد مجموع نسبتی در داخل طبقۀ         ، وh   به شرحی 
 . مورد بحث قرار گرفت2. 7است که در بخش 

 برای این که بتواند مورد استفاده قرار گیرد نیازمند شناخت                    ،strsr     برآورد نسبتی تفکیکی،   
از این روشها بر دیگری ترجیح دارد پیچیده است         شرایطی که طی آن یکی      .  طبقه است  hYمجموعهای

به طور کلی، هنگامی که     . از آن بحث کرده اند   ] 2[و کوکران   ] 1[و با جزئیات بیشتر، هنسن و همکاران        
 بیش از حد متنوع نباشند فایدۀ چندانی بر استفاده از برآورد نسبتی تفکیکی              ،hRنسبتهای درون طبقه ای،  

برآوردهایی از واریانسهای برآورد نسبتی ترکیبی و برآورد نسبتی تفکیکی هر دو را             . تب نخواهد بود  متر
) 19. 7(می توان با جایگزین کردن آماره های نمونه ای مناسب برای پارامترهای نشان داده شده در رابطۀ                

 .ساخت) 21. 7(و رابطۀ 

انتخاب می دهد تا به عنوان بخشی از برنامۀ         یک دانشگاه بزرگ به کارکنان خود حق         : مثال تشریحی 
برای تعیین هزینه ای که     .  بپیوندند (HMO)مزایای کارکنان به یکی از دو سازمان حفظ بهداشت               

دانشگاه باید به ازای هر برخورد با بیمار  متقبل شود، یک نمونۀ تصادفی طبقه بندی شده متشکل از                      
 : گرفته شد و داده های زیر به دست آمدHMO نفر در داخل هر یک از این دو سازمان 200

 

hY hxyρ̂ hyσ̂ hy hxσ̂ hx hn hN HMO

 1 1295 200  دلار1346  دلار564 2/3 9/0 69/0 690

 2 2310 200  دلار785  دلار345 5/2 6/0 65/0 472
 

 در این فهرست
 

hHMOhتعداد کارکنان دارای اشتراک  )( ,21= hN=
hHMOhتعداد کارکنان نمونه گیری شده در  )( ,21= hn=

hHMOhبرآورد میانگین هزینۀ سالانه به ازای هر نفر در  )( ,21= hx=

برآورد انحراف معیار توزیع میانگین هزینۀ سالانه به ازای هر نفر در                              
hHMOh )( ,21= 

hxσ̂=

hHMOhآورد تعداد ویزیتهای سالانه به ازای هر نفر در بر )( ,21= hy=

برآورد انحراف معیار توزیع تعداد ویزیتها در سال به ازای هر نفر در                              
hHMOh )( ,21= 

hyσ̂=

 و  ویزیتهای سالانه به ازای هر نفر         برآورد همبستگی بین هزینۀ سالانه به ازای هر نفر        
hHMOhدر )( ,21= 

hxyρ̂=

hHMOhکل ویزیتهای سالانه در بین همۀ افراد در )( ,21= hY=
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 : به شرح زیر محاسبه می شود،strsrبرآورد نسبتی تفکیکی، 
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 خطای معیار آن به صورت زیر برآورد می شود) 21. 7(و ) 12. 7(از رابطه های 
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)( strsrSE 

 

 ، از فرمول زیر به دست می آیدstrcrبرآورد نسبتی ترکیبی، 
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 ر برآورد می شودخطای معیار آن به صورت زی) 19. 7(و از رابطۀ 
 

2914/=
∧

)( strcrSE 

 

62204314/00/(در این مثال بخصوص، چون نسبتهای تکی طبقه متنوع است                12 == rr برآورد ) ,
نسبتی تفکیکی بر برآورد نسبتی ترکیبی ترجیح داده می شود و این امر در خطاهای معیار برآورد شدۀ                   

 .این دو برآورد بازتاب یافته است
 
   خلاصه 10. 7

     در این فصل، مفاهیم اساسی برآورد نسبتی را شرح و بسط دادیم که فنی است که غالباٌ برای                         
برآورد کردن نسبتی را می توان با      . برآورد نسبتها و نیز مجموعهای جامعه ای مورد استفاده قرار می گیرد          

معه ای به کار رود غالباً        هر برنامۀ نمونه گیری به کار برد و هرگاه برای برآورد مجموعهای جا                   
برآوردهایی تولید می کند که میانگین توان  دوم خطای آن کمتر از آن است که از برآوردهای تورمی                     

در این فصل برآورد نسبتی تحت نمونه گیری تصادفی ساده مورد تأکید خاصی قرار             . ساده تولید می شود  
این نوع نمونه گیری مورد بحث قرار دادیم و         توزیعهای نمونه گیری برآوردهای نسبتی را برای        . گرفت

روشهایی برای برآورد کردن خطاهای معیار، برای تعیین اندازه های نمونه، و برای ساختن بازه های                   
بالاخره، برآورد مجموع رگرسیونی را مورد بحث قرار دادیم که از این جهت شبیه               . اطمینان ارائه دادیم  

لاعات کمکی برای تولید برآورد دقیقتری از مجموع جامعه استفاده          برآورد مجموع نسبتی است که از اط      
 .می کند
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 تمرین
یک آمارگیری نمونه ای در دست برنامه ریزی است که می خواهند با آن، متوسط نسبت                      1. 7

.  خانواده را برآورد کنند     234785هزینه های درمانی به درآمد خانواده در یک شهر بزرگ با              
اطمینان در داخل محدودۀ    % 95، اگر برآورد این پارامتر با       2. 7همراه با تمرین    براساس داده های   

 مقدار واقعی آن موردنظر باشد چند خانواده باید برای نمونه انتخاب شوند؟% 5
 
 خانواده از   33جدول همراه با این تمرین که براساس یک نمونۀ تصادفی ساده متشکل از                    2. 7

گرفته شده است اندازۀ خانواده، درآمد هفتگی خالص خانواده، و           خانواده   600جامعه ای شامل   
 نفر  2700این جامعه شامل     . مخارج هفتگی هزینه های درمانی شامل دارو را ارائه می دهد           

 .است

 .برآورد کنید% 95متوسط هزینۀ درمان هفتگی هر خانواده را با بازۀ اطمینان . الف

روش برآورد   . برآورد کنید % 95بازۀ اطمینان   متوسط هزینۀ درمان هفتگی هر نفر را با              .ب
 .کردن را توجیه کنید

 متوسط نسبت درآمد خانواده را که برای مخارج درمانی هزینه شده است با بازۀ اطمینــان  . پ

 .برآورد کنید% 95     

برآورد % 95کل هزینه های درمانی هفتگی پرداخت شده توسط جامعه را با بازۀ اطمینان                  .ت
 .کنید

وسط نسبت درآمد خانواده را که برای مخارج درمانی هزینه شده است با بازۀ اطمینان                 مت  .ث
.  دلار است برآورد کنید    400برای خانواده هایی که درآمد خالص هفتگی آنان کمتر از          % 95

 دلار است   400همین کار را برای خانواده هایی که درآمد خالص هفتگی آنان بیشتر از                 
 .انجام دهید

 

 ی درمانی هزینه ها

 )دلار(در هفته 

 درآمد هفتگی

 )دلار(خالص 

 شمارۀ خانواده اندازۀ خانواده

60/28 372 2 1 

60/41 372 3 2 

40/45 522 3 3 

00/61 390 5 4 

40/82 348 4 5 

40/56 552 7 6 



 برآورد نسبتی 238

  

40/48 528 2 7 

00/60 574 4 8 

40/48 498 2 9 

80/88 372 5 10 

80/26 378 3 11 

60/39 372 6 12 

80/58 360 4 13 

20/54 450 4 14 

20/44 540 2 15 

40/75 450 5 16 

20/45 414 3 17 

00/72 498 4 18 

20/21 510 2 19 

40/55 438 4 20 

90/51 396 2 21 

60/46 348 5 22 

60/79 462 3 23 

60/33 414 4 24 

60/75 390 7 25 

60/69 462 3 26 

40/57 414 3 27 

00/126 570 6 28 

10/39 462 2 29 

20/43 414 2 30 

40/36 414 6 31 

20/40 402 4 32 

40/41 378 2 33 
  

، می خواهند برآورد کل مبلغی را که برای مخارج درمانی             2. 7برای شهر مذکور در تمرین         3. 7
.  درصد مقدار واقعی آن به دست آورند        10هزینه شده است نیز با اطمینان قطعی در محدودۀ           

 اگر قرار باشد این ویژگی تأمین شود، چند خانواده باید برای نمونه انتخاب شوند؟
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، برآورد رگرسیونی از کل هزینه های درمانی هفتگی         2. 7 های جدول همراه با تمرین      برای داده  4. 7
براساس این برآورد رگرسیونی، برای مقدار       . پرداخت شده توسط جامعه را به دست آورید         

 .ارائه دهید% 95واقعی این پارامتر بازه های اطمینان 
 

تخصص برای مراقبت مستقیم از       ساعتی که یک پرستار م       Xمطلوب است برآورد مجموع       5. 7
این کار باید   . بیماران در یک سازمان بزرگ حفظ بهداشت طی سال گذشته صرف کرده است             

با گرفتن یک نمونۀ تصادفی ساده از بیماران و تعیین تعداد ساعتهایی که پرستار متخصص                   
سازمان می دانیم که تعداد اعضای     . برای هر ویزیت در طی سال صرف کرده است انجام شود           

نمونۀ .  مورد است  8950 نفر و تعداد ویزیتهای انجام شده در آن سال             3524حفظ بهداشت   
 :  بیمار، داده های زیر را نتیجه داده است10مقدماتی کوچکی از 

 
 

 ساعتهای صرف شده

 توسط پرستار متخصص

 
 ویزیت

 
 بیمار

0 0 1 

3 5 2 

0 1 3 

6 2 4 

3 3 5 

0 7 6 

0 1 7 

2 1 8 

0 0 9 

3 4 10 
 

براساس این داده های مقدماتی، برآورد تورمی ساده را به عنوان روش برآورد کردن برای این                 
آمارگیری نمونه ای توصیه می کنید یا برآورد نسبتی را؟ دلایل خود را برای این توصیه با مدرک                

 .ثابت کنید
 

اده به کار رود چند بیمار باید        ، اگر قرار شود برآورد تورمی س       5. 7براساس داده های تمرین     6. 7
 نمونه گیری شوند؟

 

، اگر قرار شود برآورد نسبتی به کار رود چند بیمار باید                    5. 7براساس داده های تمرین       7. 7
 نمونه گیری شوند؟
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یک آمارگیری نمونه ای قرار است اجرا شود که به وسیلۀ آن می خواهند نسبت اشخاص بالاتر                 8. 7

این کار قرار   . ه دارای نشانه هایی از اختلالات شناختی هستند برآورد کنند          ساله ای را ک   70از  
 70است با گرفتن نمــونه ای از خانوارها و آزمون سـادۀ کارکرد شناختی همۀ  اعضای بالاتر از               

 سال به   70 نفر   2/1 خانوار، به طور متوسط      25یک بررسی مقدماتی از     . سال خانوار انجام شود   
 سال به   70 نفــر   24/0 و به طور متوسط      8/0ر خانوار با انحراف معیاری برابر        بالا به ازای ه   

 را  76/0بالا به ازای هر خانوار با نشانه های اختلالات شناختی با انحراف معیـــاری برابر                   
 نفر در آن هستند     2949 خانوار است و     3058می دانیم که این جامعه دارای      . نتیجه داده است  

 سال به بالا که علائمی 70اگر بخواهیم برآورد نسبت اشخاص      . سال سن دارند   70که بیشتر از    
مقدار واقعی باشد   % 20اطمینان در محدودۀ    % 95از اختلالات شناختی از خود نشان داده اند با         

 چند خانوار باید نمونه گیری شوند؟
 

، ′y، و ′x بین برآورد مجموعها،   ′xyρنشان دهید که در نمونه گیری تصادفی ساده، همبستگی           9. 7
 .y و x همبستگی بین ،′xyρ برابر است با y و xاز مشخصه های 

 

به چاپ رسیده پیشنهاد     ،]3[تمرین زیر در مقاله ای که در نشریۀ گزارشهای بهـداشت عمومی            10. 7
ر یک مرکز انتقال خون واقع در یک شهر بزرگ برای تعیین میزان شیوع تغییرات               د. شده است 
در سرم خون کسانی که برای اولین بار خون اهدا می کنند یک آمارگیری             ) ایدز (HIVاز لحاظ   
نتیجۀ .  نفر برای اولین بار در این مرکز خون دادند            180در طول یک ماه خاص       . اجرا شد 

 نفر از افرادی که نتیجۀ      60نمونه ای متشکل از    . ین تعداد منفی بود    نفر از ا   175آزمایش خون   
اولین خون دهی آنان منفی بود انتخاب و طی شش ماه بعد به آنان وقت داده شد تا دوباره برای                

 .از این اشخاص داده های زیر به دست آمد. خون دادن مراجعه کنند

 تعداد ماهها از  HIVوضعیت از لحاظ 

 اولین اهدای خون داد اشخاصتع مثبت منفی
16 2 18 3 

8 2 10 4 

7 1 8 5 

7 0 7 6 

4 2 6 7 

5 0 5 8 

3 1 4 9 

1 1 2 10 



 241 تمرین  

     

 را در میان اهداکنندگان      HIVاز روی این داده ها نرخ شیوع سالانۀ تغییرات سرمی از لحاظ               
 شیوع بازۀ اطمینان    برای این نرخ  . خون که برای اولین بار به مرکز مراجعه می کنند برآورد کنید          

 . درصد ارائه دهید95
 

 کارگر گرفته   25یک نمونۀ تصادفی ساده متشکل از        .  کارگر دارد  1000یــک کارخانۀ بزرگ     11. 7
شده است تا نسبت روزهای غیبت از کار به کل روزهای اشتغال در طول سال تقویمی گذشته                  

 :به دست آید

  250: ونه گیری شده فرد نم25کل روزهای غیبت از کار در میان 

 4375:  فرد نمونه گیری شده25کل روزهای اشتغال در میان  

 برآورد نسبت روزهای غیبت از کار به کل روزهای اشتغال در بین کارگـران این کارخانه . الف

       چقدر است؟

  برای برآورد خطای معیار این برآورد به چه اطلاعات دیگری نیاز خواهید داشت؟  .ب

  کارگر این گــروه 1000ی اطلاعات بالا کل تعداد روزهای غیبت از کار را در بین از رو.  پ

 .      برآورد کنید

 کارگر در طی سال تقویمی گذشته در مجموع              1000 چنین رخ داده است که این            .ت
براساس این اطلاع، دربارۀ برآورد     .  روز در این  کارخانه مشغول به کار بوده اند          140000

یبت از کار که در بخش پ محاسبه شد چه استنباط می کنید؟ برای پاسخ                کل روزهای غ  
 .خود دلیل بیاورید

 

 برابر با   1 فرض کنید تعداد معلوم بیمارستانها در زیرحوزۀ         3. 7در مورد مثال تشریحی قسمت       12. 7
 . بیمارستان باشد51 برابر با 2 و در زیرحوزۀ 50

 نسبت نوزادانی را تعیین کنیـد که با درج وضعیـــت برآورد نسبتی پس طبقه بندی شدۀ .   الف

 . مادرانشان در پروندۀ آنها از بیمارستان مرخص شده اندB                  پادگن سطحـی هپاتیت 

    دلایلی ارائه دهید که چرا این برآورد از برآورد پس طبقه بندی شده که در مثال تشریحی   .ب

 مولی این نرخ نزدیکتر است؟        به دست آمد به برآورد مع
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